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Wiele os6b zadaje sobie pytanie jakie sa granice mozliwosci sportowcéw oraz jak dlugo beda oni jeszcze
w stanie bi¢ kolejne rekordy. Ja réwniez bardzo czesto stawialem sobie podobne pytanie. Dlatego tez, kiedy
natrafilem na artykut D.C. Blesta ”"lower bounds for athletic performance” z 1996 roku postanowitem zbadaé
bardziej szczegdlowo ten temat w oparciu o obszerniejsze dane.

W mojej pracy staralem si¢ znalez¢ predykcje granic mozliwoéci lekkoatletéw biegajacych na 8 dystansach:
100m, 200m, 400m, 800m, 1500m, 5000m, 10000m i 42195m (tzw. maraton). Jako obserwacje przyjalem rekor-
dowe czasy na wymienionych dystansach w latach olimpijskich, poczawszy od 1912 roku, a skonczywszy na 2012

roku.

Tabela 1: Rekordy swiata w latach olimpijskich

Rok

Rekordowe czasy (s) na dystansie:

100m 200m 400m 800m  1500m 5000m 10000m 42195m

1912
1916°
1920
1924
1928
1932
1936
1940°
1944
1948
1952
1956
1960
1964
1968
1972
1976
1980
1984
1988
1992
1996
2000
2004
2008
2012

106  21.3  47.8° 111.9% 2358 876.6  1858.8  9634.2
10.6  21.2° 47.4c 111.9¢ 2358 876.6  1858.8  9366.6
10.6  21.2° 474¢ 111.9% 2347 8766  1858.8  9155.8
104 21.2°  474¢ 111.9% 2326 868.2 1806.2  9155.8
104 21.2° 470 110.6 231.0 868.2  1806.2  8941.8
10.3  21.1  46.2 109.8 2292  857.0 1806.2  8941.8
102  20.7 46.1 109.7 227.8 857.0 1806.2  8802.0
10.2  20.7 46.0 106.6 227.8 8488  1792.6  8802.0
10.2  20.7 46.0 106.6 223.0 838.2 17754  8802.0
102 20.7 459 106.6 223.0 838.2 17754  8739.0
102 20.6 458 106.6 223.0 838.2  1742.6  8442.2
101 206 452 105.7 220.6 816.8 1722.8  8259.4
10.0 205 449 105.7 2156 8150 1698.8  8116.2
10.0  20.2° 449 1043 2156 8150 1695.6  7931.2
9.95 19.83 43.86 104.3 2131 7964 1659.4  T7776.4
9.95 19.83 4386 104.3 2131  793.0 16584  7713.6
9.95 19.83 4386 103.5 2122 793.0 1650.8  7713.6
9.95 19.72 43.86 102.33 211.36 788.4 16424  7713.6
9.93 19.72 43.86 101.73 210.77 780.41 1633.81 7685.00
9.92  19.72 43.29 101.73 209.46 778.39 1633.81 7610.00
9.86 19.72 43.29 101.73 208.86 778.39 1628.23 7610.00
9.84 19.32 4329 101.73 207.37 764.39 1598.08 7610.00
9.79  19.32 43.18 101.11 206.00 759.36 1582.75 7542.00
9.79  19.32 43.18 101.11 206.00 757.35 1580.31 7495.00
9.69 19.30 43.18 101.11 206.00 757.35 1577.53 7439.00
9.58 19.19 43.18 101.01 206.00 757.35 1577.53 7382.00

¢ W 1916, 1940 i 1944 Olimpiady nie zostaly rozegrane z powodu I i II wojny $wiatowej.
b Biegi odbywatly sie na nieoficjalnym dystansie 220 jardéw (201.17 m).
¢ Biegi odbywaly si¢ na nieoficjalnym dystansie 440 jardéw (402.34 m).
4 Biegi odbywaly sie na nieoficjalnym dystansie 880 jardéw (804.68 m).



Modelowanie wystepow lekkoatletow

Niech i-ty wiersz tabeli 1 oznacza dany rok olimpijski (i € {1,...,n}, n — liczba olimpiad). Z kolei j-ta
kolumna (pomijajac pierwsza) dotyczy kolejnych dystanséw (j € {1,...,m}, m — liczba dystanséw).

Wstepna analiza danych nasuneta mi pomyst opisania obserwacji przy pomocy nastepujacego modelu pote-
gowego dla i-tego roku olimpijskiego

tij = eaid?inij, (1)
gdzie:
t;; — rekordowy czas uzyskany w i-tym roku olimpijskim podczas biegu na j-tym dystansie,
d; — j-ty dystans,
«;, B; — wspélezyniki modelu potegowego dla i-tego roku olimpijskiego,

n:; — sktadnik losowy o rozkladzie 7;; « In NV(0,0%), dla ustalonego i 7;; sa niezalezne,

W tym momencie podstawowym zadaniem stalo sie znalezienie ocen wspdtczynnikéw «; oraz §;. Okazalo sie
to duzo latwiejsze po zlogarytmowaniu stronami réwnania (1). W efekcie, dla kazdego i -tego roku olimpijskiego
otrzymatem model liniowy

Tij = a; + BiDj + &ij, (2)
gdzie:
E = ln(t,;j), Dj = ln(dj), IH(T]U) = flj

Przy pomocy oprogramowania statystycznego R udalo mi sie znalezé oceny parametréw « oraz (5. Na ry-
sunkach (1la) oraz (1b) widzimy jak zmieniaja si¢ wartosci ocen tych wspélczynnikéw w kolejnych latach olim-
pijskich. Warto zwréci¢ uwage na fakt, ze Srednia warto$¢ oceny parametru przeciecia miesci si¢ catkowicie we
wszystkich przedziatach [q; — o5, a; + O’&\J.
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Rysunek 1: Wykresy przedstawiajace oceny parametrow « oraz 3 dla kolejnych podmodeli regresji tzn. dla
kolejnych lat olimpijskich: (1a) zalezno$¢ pomiedzy rokiem a przecieciem «, (1b) zaleznosé pomiedzy rokiem
a nachyleniem 3. Czerwona linia oznacza Srednig warto$¢ ocen danego parametru. Na szaro zaznaczone
zostaly przedzialy: [&; — 0@7071» + 0&;], [B: — 0@,@ + O'é\i]. Opracowanie wlasne.




Przypomne, ze zalezalo mi na znalezieniu wartodci granicznych T ; dla kazdego z 8 dystanséw. Bytoby
to tatwiejsze gdybym mial oceni¢ wartoéé¢ tylko jednego ze wspélczynnikéw modelu. Przyjatem zatem, ze dla
kazdego i € {1,...,n}

1 n
==Y & = —2.8562 = A,
o 7L;g;a

Bi == -
Wéwezas model (2) przyjal nastepujaca alternatywna postaé
Tij = A+7iDj + & 3)

Z formalnego punktu widzenia model (3) jest modelem zagniezdzonym w modelu (2). Test ilorazu wiarogodnosci
dla tych dwéch modeli pozwolil mi stwierdzié, ze model alternatywny nie jest istotnie gorszy od modelu (2).
Dlatego tez w dalszej analizie wykorzystalem model alternatywny.

Podobnie jak wczesniej uzytem programu R do znalezienia ocen parametru «. Na rysunku 2 wida¢ wyraznie,
ze kolejne warto$é¢ parametru 7 tworza ciag $cisle malejacy. Oczywidcie musza one réwniez by¢ wigksze od zera
albowiem T;; oraz D; sa dodatnie (nawet od jeden - trudno bowiem spodziewac sie, zeby sportowcy zaczeli biegaé
dluzsze dystanse ze $rednia predkoscia wieksza niz na krétkich dystansach). Te dwie informacje pozwalaja nam
stwierdzié¢, ze musi istnie¢ granica Yoo.
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Rysunek 2: Wykres przedstawiajacy oceny parametru v dla kolejnych podmodeli regresji tzn. dla kolejnych
lat olimpijskich. Na szaro zaznaczone zostaly przedzialy [v; — o i + 0;] dla kolejnych ocen parametru
~. Opracowanie wlasne.




Predykcja granic mozliwosci lekkoatletow

W tej czesci pracy podstawowym zadaniem byto znalezienie krzywej nieliniowej jak najdoktadniej opisujacej
wartosci ocen parametru . Majac taka krzywa bylem w stanie wyznaczy¢é wartos¢ graniczng vo.. Wprowadzitem
nastepujace oznaczenia:

x; — zmienna objasniajaca, czyli numer ¢-tej olimpiady, x; sa niezalezne,

y; — zmienna objadniana, czyli wartos¢ oceny parametru «; dla i-tej olimpiady,
¢ — wektor nieznanych parametréw ¢ = (¢1, ..., ¢p),

f — funkcja nieliniowa ze wzgledu na co najmniej jedej parametr ;,

g; — skladnik losowy o rozkladzie ¢; «~ N (0, 02), €; sa niezalezne.
Wowczas otrzymalem model nieliniowy nastepujacej postaci
yi = f(zi, ) + &

Wziagtem pod uwage 7 réznych modeli nieliniowch, z ktérych, jak si¢ okazalo, najdoktadniej obserwacje ~; opisuje
model wykladniczy antysymetryczny (rysunek 3).
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Rysunek 3: Oceny parametru v dla kolejnych olimpiad wraz z krzywymi modelu wykladniczego antysyme-
trycznego

Y = @1+ prexp[—p2(z — p3)] dla z > s,

Yy = @4+ ©1{2 — exppa2(z — ¢3)]} dla & < 3. Linia czarna przerywana oznacza model z parametrami
poczatkowymi @1 = 0.016, @2 = 0.069, @3 = 10.267, ¢4 = 1.1037. Linia czerwona przerywana to model
najlepiej dopasowany do danych. Linia zielona przerywana oznaczona zostala ... Brazowa gwiazdka
oznacza punkt przegiecia optymalnej krzywej. Opracowanie wlasne.




Gdybym w tym momencie zakonczyl analize to okazaloby sie, ze przewidywane granice mozliwosci spor-
towcow na niektorych dystansach sa wigksze niz rekordy z 2012 roku, co oczywiscie jest bez sensu. Dlatego tez
warto przyjrze¢ sie resztom 7; ; = T; ; —T; j w modelu (3). Analiza rysunku 4 pokazuje, ze dla dystanséw: 200m,
400m, 10000m oraz maratonu reszty sa ujemne przez wigkszos¢ olimpiad, co uzasadnia dlaczego T; ; < ﬁj dla
71=2, 3, 7, 8. Przyjalem zatem, ze

oo = oo = (gt 7o)/ D, (4)

dzieki czemu otrzymamy nastepujacy wzér na obliczenie czaséw granicznych

o~ ~

too,j = exp(TOO,j)a

gdzie
A+ Dj dlaj=1,4,5,6
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Rysunek 4: Wartosci reszt w zagniezdzonym modelu liniowym (3) dla poszczegdlnych dystanséw w kolejnych
latach olimpijskich. Opracowanie wlasne.




Po uwzglednieniu korekty (réwnanie (4)) mozemy przedstawié¢ granice mozliwoséi lekkoatletéw na badanych
8 dystansach. Diagnostyka, najlepiej (wedlug malejacej wartosci RSS) opisujacego oceny parametru 7, modelu
wykladniczego antysymetrycznego wykazala, Zze nie spelnia on wszystkich wymaganych zatozen. Dlatego tez
uznalem, ze warto pokazaé pewien przedzial granic mozliwosci lekoatletow. Stad tez w tabeli 2 umieScilem
rowniez predykcje uzyskane przy pomocy dwéch innych modeli, zajmujacych odpowiednio drugie i trzecie miejsce
(wedlug malejacej wartosci RSS).

Przewidywane czasy (s) dla modelu:

Dystans (m) Aktualny rekord (s) An}t{}llsi:n'etryczny Granice mozliwosci
wykladniczy Antysymetryczny 4-parametrowy .
Logistyczn
(2012) wykladniczy Gompertza gistycany
100 9.58 9.53 9.36 9.42 9.47
200 19.19 20.57 18.75 18.88 19.01
400 43.18 444 41.19 41.5 41.84
800 101.01 95.83 93.35 94.14 94.98
1500 206 192.53 187.08 188.81 190.65
5000 757.35 732.49 708.41 716.04 724.19
10000 1577.53 1580.88 1489.19 1506.54 1525.09
42195 7382 7813.32 7023.04 7117.72 7219.15

Tabela 2: Przewidywane granice mozliwosci lekkoatletéw. W kolejnych kolumnach dane sa: badany dystans;
rekordy $wiata z 2012 roku na wybranych dystansach; przewidywane czasy na 2012 rok z gamma uzyskana
przy pomocy modelu antysymetrycznego wyktadniczego; przewidywane granice mozliwosci lekkoatletéw ze sko-
rygowang gamma uzyskana kolejno przy pomocy modeli: antysymetrycznego wyktadniczego, 4-parametrowego
Gompertza i Logistycznego.



